Notes d’exercices Programmation Linéaire Avancée
2004-2005

C121 + Ccax2

max fi(.%'l,xg)

21+ 229 > 3 (1)
2r1 —2x9 < 3 (2)
—r1+r2 < 2 (3)

x1, 2 > 0 (4),(5)
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Figure 1 : polytope des solutions réalisables

sous forme standard :

201 4+ 210 —x3 =

201 — 20+ 14 =



-1+ T2 +x5 =

T1, T3, T3, T4, T5 =

2 2 -1 00
La matrice A = 2 =2 0 1 0 | apour rang 3. Les bases sont
-1 1 0 0 1
donc de dimension 3 et il y au plus (g) = 10 bases.
2 2 -1
Biog : n’est pas une base car 2 —2 0 | n’est pas inversible
-1 1 0
Biog 21 = —i, To = %, x3 = 0,z4 = 7, x5 = 0 est une base non réalisable
Bios i x1 = %, 9o =0,23 =0,24 = 0,25 = % est une base réalisable
Bigg : 1 = —2,29 = 0,23 = —T7,24 = 7,5 = 0 est une base non
réalisable
Biss iz = %, o =0,23 =0,24 = 0,25 = % est une base réalisable
Biys i x1 = %, xo=0,23 =0,24 = 0,25 = % est une base réalisable

Bosgg : 21 =0,29 = 2,23 = 1,24 = 7,25 = 0 est une base réalisable

Boss : 21 = 0,29 = —%,xg = —6,x4 = 0,25 = % est une base non
réalisable

Boys : x1 = 0,29 = %,.Tg =0,24 =6,25 = % est une base réalisable

Bsys : 1 = 0,290 = 0,23 = —3, x4 = 3, x5 = 2 est une base non réalisable

Il y a 9 bases dont 5 sont réalisables. Le polytope a donc au plus 5
sommets.

Les bases Biss, Bi3s, B145 correspondent a une méme solution. Cette so-
lution est réalisable, elle correspond au sommet de coordonnées x1 = %, To =
0. Ces 3 bases sont adjacentes. Les deux autres bases réalisables Bosyq et Bsys
correspondondent & deux solutions distinctes. Le polytope a 3 sommets.

La base Bay5 n’est pas adjacente a Bjss alors que les sommets corres-

pondant le sont dans le polytope.

2 00
Soit la matrice de base Bi45 = 2 1 0 | avec pour inverse Byt =
-1 0 1
1
5 00
-1 10
3 01
2
1 1 -3 00 3
on obtient BjfA = 0 —4 1 1 0 | et Byb=| 0 [ soit le
0 2 -4 01 z
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Figure 2 : adjacence des bases

systeme suivant :

n 1 3
T1+To— =3 = =
1 27 573 5
—4xo4+x34+24 = 0
1 7
21’2 — 51’3 +x5 = 5
Zr1, T2, T3, T4, Ts Z 0

Pour fi(x1,29) = —x1 — 2o dans Byys on a f; = —3

conclure que 1 = %71'2 = 0,23 =0,z4 = 0,25 = % est une solution opti-

male.

Pour fa(z1,22) = —z1 on a fo = —% + T9 — %1‘3. Le coefficient de x5 est
strictement positif on doit effectuer un changement de base. x3 restant nul,

le systeme d’équations s’écrit :

X = § — X
I 2 2
X4 = 41’2
7
ry = 5 — 2562

x3 et on peut
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Figure 3 : adjacence des bases réalisables

On cherche alors la plus grande valeur de xo telle que 1 > 0,x24 >
0,25 > 0. On obtient zo = % Ainsi on a la solution 7 = 0,29 = %,xg =
0,24 = 6,25 = % qui correspond a la base Bays. Le systeme correspondant

est :

n 1 3
T1+ 20— =3 = =
1 27 573 5
4dr1—x3+x4 = 6
2x1 + L + !
—2x —r3t+r5 = =
1+ 573 5 5
x1, T2, T3, Ty, 5 2> 0

et on a fo = —x1. Cette solution est optimale. Le coefficient de x3 est nul

donc la base Bsgys n’est pas 'unique base optimale. La base Bs34 est une
autre base optimale. Le systéme correspondant est :

—x1+ T2+ o5
T4+ 225 =
—4x1 + 23+ 225 =

[eoll e B\

r1, T3, T3, T4, T5 =

Toutes les solutions x1 = O,% < x9 < 2 sont solutions optimales. La
solution x1 = 0,9 = 2 est la seule a coordonnées entieres.

Pour f3(z1,22) = x1 on a f3 = % — 9 + %:Iig. Le coefficient de x3 est
strictement positif on effectue un changement de base. x5 restant nul, le

systeme d’équations s’écrit :



xry = 5 + 5553
ry = —X3

7 1
Irs = 5 + §ZE3

On cherche la plus grande valeur de x3 telle que 1 > 0,24 > 0,25 > 0.
On obtient 3 = 0 et la z1 = %,xg =0,23=0,24 = 0,25 = % dans la base
Biss qui a la méme valeur f3 = % que la solution obtenue pour Biss. Le
systeme correspondant est :

1 3

xr1 — T2 + 5.7}4 = 5
—4dzo+x3+24 = 0
1 n 7
—T4+2T5 = =

g AT 2

0

Y

Iy, X2, X3, L4, Ts

et f3:%+w2—%a?4

On cherche la plus grande valeur de x5 telle que 1 > 0,23 > 0,z5 > 0 et
x4 = 0. Cette valeur n’est pas bornée et la solution du programme linéaire
n’est pas bornée.

Base initiale
Il est nécessaire d’introduire une variable artificielle zg.
201 + 2w — 23+ 36 =

201 — 29+ 4 =

-1 +x2+x5 =

S N W W

zy, T2, T3, T4, T5, L6 >

Le tableau initial Tab. 3 de la phase 1 est alors ('objectif étant max —xg) :

Apres une itération on obtient le tableau Tab. 3

En introduisant la fonction f; = —x; — xo on obtient le tableau Tab. 3 :
ce tableau correspond a une solution optimale.

Considérons le programme linéaire suivant :

max  fi(v1,z2)
201+ 220 < 3 (1)
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TAB. 1 — tableau initial phase 1

MIN O =
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TAB. 2 — tableau final phase 1
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apl[aN|

4

S O
o - O

I~
1 1

— O O

o

o

— 1N

A <t 0

TAB. 3 — tableau initial phase 2



201 —2x9 > 3 (2)
—r1t+x0 < 2 (3)
Ty, z2 > 0 (4),(5)

Apres mise sous forme standard et introduction d’une variable artificielle
on obtient le systeme de contrainte :

2x1 + 2w + 13 =
2x1 — 210 — x4 + T

—X1+x2+2x5 =

S N W W

xy, T2, T3, T4, T5, T6 >

Le tableau initial est Tab. 3 ('objectif étant max —x¢) :

1 2 3 4 5 6
312 2 1 0 0 03
6|2 -2 0 -1 0 13
5/-1 1 0 0 1 012

2 -2 0 -1 0 0|3

TAB. 4 — tableau initial phase 1

Apres une itétration on obtient Tab. 3

1 23 45 6
0 4 1 1 0 -1]0
1{1 -1 0 -3 0 3|32

1 1|7
o o0 -1 1 I|f
00 0 00 -1]0

TAB. 5 — tableau final phase 1

En introduisant la fonction f; = x1 on obtient le tableau Tab. 3.

Il est a noter que la solution x1 = %, x9 = 0 correspondante est optimale
bien que Ay, Ay > 0. Apreés une itération on obtient Tab. 3 correspondant
a la méme solution x; = %, x9 = 0.



1 2 3 4 5
0 41 1 0[0
1|1 -1 0 -2 of3
0 00 -3 1|1
0 1.0 3 0]-3

TAB. 6 — tableau initial phase 2

1 2 3 4 5
0 4 1 1 0]0
1 3
111y 0003
0.2 5 0 1]}
0 -1 -7 0 0]-3

TAB. 7 — apres une itération de la phase 2

Dualité

Sous forme canonique on obtient :

C1I1 + Co9

max  fi(z1,x2)

—2x1 — 29 < =3 (1)
2¢1 — 2290 < 3 (2)
—zr1+x2 < 2 (3)
x1, 2 > 0 (4),(5)
et le dual est
min —3y1 + 3y2 + 2y3
2y +2p—ys = ca (1)
—2y1 -2y +ys = c2 (2)
Y1, Y2, y3 = 0
pour fo(x1,x9) = —x1 On a:
min —3y1 + 3y2 + 2y3
—2y1+2y2—ys > -1 (1)
—2y1—2y2+ys = 0 (2)
Y1, Y2, y3 = 0



sous forme standard :

—max 3y; — 3y2 — 2y3
2y1 — 2y2 + y3 + Y4

201+ 292 —ys+ys = 0
y =2 0
Le premier tableau est donné dans 3
1 2 4 5
412 -2 1 1 0|1
512 2 -1 0 110
3 3 -2 0 0]0

TAB. 8 — tableau initial dual

Apres une itération on obtient le tableau optimal 3

1 2 3 4 5
170 4 2 1 a1
1 1
111-?020
0 6 -+ 0 -2]0

TAB. 9 — tableau final

Nous notons que le tableau précédent correspond a une solution optimale.
pour fs(x1,x9) =21 on a :

min —3y1 + 3y2 + 2y3

21 +2yp—ys > 1 (1)
21 —2y2+ys > 0 (2)
Y1, Y2, Y3 2 0

En additionant (1) et (2) on obtient : —4y; > 1 qui n’admet pas de solution
pour y; > 0. Le dual est donc irréalisable (on a vu plus haut que le primal
est non borné)



